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Magasabb kind-u tipusok

Haskell: Tipus fugghet mas tipustdl: pl.
data List 7 = Nil | Cons T (List T)

Ez mit is jelent? A List valéjaban egy tipuskonstrukciés mivelet:
ha adott egy 7 tipus, akkor ahhoz |étezik egy List T (algebrai)
tipus is, a megfelel6 két konstruktorral. Vagyis a List tipusrdl
képez le tipusra:

List : x — %

Ahol a * jelenti a "valamilyen tipust”.

Lényeg: tipusok és értékek vildga egymastdl teljesen el van
vélasztva.

Ugyanez Agdaban:

data List (A : Set) : Set where
nil : List A
cons : A — List A — List A



Dependent type-ok

Agda: Tipus értéktdl is fugghet
Mit jelent ez? Példaul tegyiik fel, hogy adott a természetes
szamok tipusa:

data Nat : Set where
zero : Nat
succ : Nat — Nat

Ekkor értelmezhetjiik egy adott n-re az n hosszi vektorok tipusat:

data Vec (A : Set) : Nat — Set where
nil  : Vec A zero
cons : {n: Nat} — A — Vec An — Vec A (succ n)



Mire j6 ez? Programhelyesség

Vesslik 0ssze az aldbbi két map valtozatot:

map : {AB : Set} —

(A - B) — List A — ListB
map f nil = nil

map f (cons x xs) = cons (f x) (map f xs)

vmap : {AB : Set} {n : Nat} —

(A—- B) —» VecAn — Vec Bn
vmap f nil = nil

vmap f (cons x xs) = cons (f x) (vmap f xs)
Abbdl, hogy ez tipushelyes, kovetkezik, hogy tényleg ugyanolyan
hosszt vektort ad vissza, mint a bemenet:

vmap' : {AB : Set} {n: Nat} —

(A —- B) - VecAn — Vec Bn
vmap' f _ = nil
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map : {AB : Set} —
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Mire j6 ez? Elofeltétel-ellenorzés

Ertelmezhetjiik egy adott n-re az n-nél kisebb természetes szamok
tipusat:

data FNat : Nat — Set where
zero : {n : Nat} — FNat (succ n)
succ : {n : Nat} — FNat n — FNat (succ n)

Ennek a segitségével le tudjuk irni a vektor-indexelés miveletét:

Mo {A: Set} {n: Nat} — VecAn — FNatn — A

nil Q) - FNat zero tipusnak nincs eleme!
(cons x xs) ! zero = x

(cons x xs) !l (succm) = xs !l m



Tételbizonyitds

Példa: Természetes szamok Osszeaddsa kommutal.

F¥YnnmeN:n+m=m+n
Hogyan tudjuk a problémat megtdmadni? Szedjiik szét végtelensok
résztételre:
{hneNmeN}Fn+m=m+n

Ha van egy konkrét n és m, amirdl annyit tudunk, amennyit a
baloldal allit, és ebbdl be tudjuk rajuk bizonyitani a jobboldalt,
akkor készen vagyunk.



Tételbizonyitds: Reprezentacid

-+ _: Nat — Nat — Nat
zero +m = m
succ n+ m = succ (n + m)

A tovéabbiakban csakis err6l az altalunk definidlt 6sszeadasrol
tudunk barmit is allitani és bizonyitani! (modellezés fontossiga)
Az allitasokbdl tipusokat csindlunk:

data Eg {A : Set} : A - A — Set where
refl © {x : A} — Eqxx



Tételbizonyitds: Konstruktivitas

Az el6bbiek értelmében egy tételt akkor tudunk bebizonyitani, ha
minden konkrét esethez létre tudjuk az allitast hozni vagyis van
egy fliggvény, ami altaldban el6 tudja allitani az allitast, azaz egy
megfeleld elemét az allitast reprezentdld tipusnak.

Vagyis az osszeadds kommutativitdsdnak tétele az, hogy |étezik
egy olyan fliggvény, amelynek tipusa:

thmPlusComm : (nm : Nat) — Eq (n+ m)(m+ n)

Indukcid = rekurzié



Tételbizonyitds = Bizonyitdsgenerdlas

Kezdjiik el megirni a fenti fliggvényt

thmPlusComm zero zero = refl

thmPlusComm zero (succm) =77 —-0+m =m+0
thmPlusComm (succ n) zero =7 —-n+0=0+1
thmPlusComm (succ n) (succm) = 7?7 —n'+m = m' +n

Ehhez sziikségiink lesz az egyenloség kongruencia-tulajdonsagara
és tranzitivitasdra:
lemEqCong : {AB : Set} {xy : A}(f : A - B) —

Eqxy — Eq(fx)(fy)
lemEqCong e refl = refl

lemEqTran : {AB : Set} {xyz: A} —
Eqxy - Eqyz — Egqxz
lemEqTran refl refl = refl



Tételbizonyitds: thmPlusComm

thmPlusComm : (nm : Nat) — Eq (n+ m) (m+ n)

» 0+ 0 = 0+ 0: Mindkét oldal 0-val egyenld

thmPlusComm zero zero = refl

+m' = m' + 0: Azonnal kdvetkezik
4+ m = m + 0-bdl, mindkét oldal rakovetkezdjét véve

>

0
0

thmPlusComm zero (succ m) =
lemEqCong succ (thmPlusComm zero m)

» " +0 = 0+ n’;: Hasonldan

thmPlusComm (succ n) zero =
lemEqCong succ (thmPlusComm n zero)



Tételbizonyitas: thmPlusComm (folyt.)

> n/+m/ = m/+n/
Ez mar keményebb did, itt haszniljuk ki az egyenldség
tranzitivitdsat:

n+m=(n+m) (1)
=(m +n) (2)
= ((m+n)Y (3)
=((n+m)) (4)
= (0" +m) 3)
=(m+n) (5)
=m+n O (1)
thmPlusComm (succ n) (succ m) =
lemEqCong succ - (1)
(lemEqTran { Nat} { Nat}
(thmPlusComm n (succ m)) - (2)
(lemEqTran { Nat} { Nat}
(lemEqCong succ - (3)
(thmPlusComm m n)) - (4)

(thmPlusComm (succ n) m))) -- (5)



Tételbizonyitds: Mit jelent a thmPlusComm?

» EI& ember nem akarja meghivni ezt a fliggvényt

» De a megléte bizonyitja azt, hogy az
(nm : Nat) — Eq (n+ m) (m+ n) tipusnak van eleme!

Tehat a fenti tipus olvashatd ugy is, mint egy kovetkeztetés:
nmeNkFn+m=m+n
Hasonléan a lemEqCong tipusa:
{xy : A}(f : A= B) - Egqxy — Eq(f x)(f y) nem
jelent mast, mint
x,y€AfeA—-BF(x=y)=(f(x)="1(y))

Vagyis az Agda megvaldsitja a Curry-Howard izomorfizmust:

Igaz allitds < " Belakhatd” tipus



Tételbizonyitds: Helyesség és teljesség

» Helyesség: Ha csak az Agda implementaciéban valamit nem
szurtak el, akkor nem tudunk "hamis” tipushoz elemet taldlni:
pl. nincs olyan kifejezés, aminek a tipusa
(n : Nat) — Egq n (succ n)

Ehhez sziikséges, hogy divergens kifejezéseket ne fogadjunk el,
példaul az aldbbi Agda program hibas:

nonsense : (n : Nat) — Eq n (succ n)
nonsense n = nonsense n

» Teljesség: A fentiek alapjan csak primitiv rekurziv
kifejezéseket haszndlhatunk! (kildnben a tipusellendrzéshez
meg kellene oldani a megéllasi problémat...) Példaul az
Ackermann-fliggvényt nem tudjuk definidlni:

Ack : Nat — Nat — Nat
Ack zero X x+1

Ack (succ i) zero Ack i 1
Ack (succ i) (succ x) Ack i (Ack (i + 1) x)
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pl. nincs olyan kifejezés, aminek a tipusa
(n : Nat) — Egq n (succ n)

Ehhez sziikséges, hogy divergens kifejezéseket ne fogadjunk el,
példaul az aldbbi Agda program hibas:

nonsense : (n : Nat) — Eq n (succ n)
nonsense n = nonsense n

» Teljesség: A fentiek alapjan csak primitiv rekurziv
kifejezéseket haszndlhatunk! (kildnben a tipusellendrzéshez
meg kellene oldani a megéllasi problémat...) Példaul az
Ackermann-fliggvényt nem tudjuk definidlni:
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Ack (succ i) (succ x) = Ack i (Ack (i + 1) x)



Ack’ : Nat — Nat — Nat
Ack’ zero = Ax — x4+ 1
Ack’ (succ i) = ack’

ack’ zero

where ack’ : Nat — Nat

= Ack’ i1
ack’ (succ x) = Ack’ i (ack’ x)
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Osszefoglalva: Hogyan lesz ebbdl programhelyesség?

» Ha lgyesek a tipusaink, a fliggvényeink tipusa jél leirja a
specifikacidjukat (Id. map vs. vmap). Ha dtmegy a
tipusellendrzon, akkor megfelel a specifikaciénak.

» A fuggvényeink tulajdonsagait tételként is
megfogalmazhatjuk, és az imént latott médon bizonyithatjuk
Oket. Példaul ha adott az id fuggvény:

id: {A: Set} - A— A

idx = x
akkor ennek a lényeges tulajdonsaga:

thmldld : {A : Set} {x : A} — Eq x (id x)
thmldld = refl



Tovdabbi informacié:

» UIf Norell: Dependently Typed Programming in Agda
> Agda wiki

» Nordstrom, Petersson, Smith: Programming in Martin-Lof's
Type Theory
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http://www.cse.chalmers.se/~ulfn/papers/afp08/tutorial.pdf
http://wiki.portal.chalmers.se/agda/
http://www.cs.chalmers.se/Cs/Research/Logic/book/
http://www.cs.chalmers.se/Cs/Research/Logic/book/

Az aldbbiakban egy nemtrividlis tulajdonsdgot mutatok be: azt,
hogy egy lista rendezett.
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Példa: Rendezés

Rel : Set — Set;
Rel A = A - A — Set
data-=-{A : Set} : Rel Awhere
refl : {x : A} - x = x
lem — cong : foral {ABxy}(f : A —» B) —
x =y = (fx) = (fy)
lem — cong p refl = refl

data Reflexive {A : Set} (- ~ - : Rel A) : Set where
refl © ((x : A) = x~x) — Reflexive - ~ -

data Transitive {A : Set} (-~ - : Rel A) : Set where
tran : ({xyz: A} - x~y — y~2z — x~2z) — Transitive - ~

data Antisymmetric {A : Set} (- ~ - : Rel A) : Set where
asym : ({xy : A} = x~y = y~x = x = y) — Antisymmetric - ~

data Ordering {A : Set} (- <- : Rel A) : Set where
ord : Reflexive - < - — Transitive - < - —
Antisymmetric - < - — Ordering - < -



data - <y - : Nat — Nat — Set where
least : (n : Nat) — zero <y n
cong : {nm : Nat} — n <y m — n <y m

thm — nat— < —refl : Reflexive - <y -
thm — nat— < —refl = refl refl’
where refl’ : (n : Nat) — n <y n
refl’ zero = least zero
refl’ y' = cong (refl’ y)

thm — nat— < —tran : Transitive - <y -

thm — nat— < —tran = tran tran’
where tran’ : {xyz : Nat} - x <y y =y <y z — x <y z
tran’ {z = z} (least _) q = least z
tran’ (cong p) (cong q) = cong (tran’ p q)
thm — nat— < —asym : Antisymmetric - <y -
thm — nat— < —asym = asym asym’

where asym’ : {xy : Nat} — x <y y = y <y x = x = y
asym’ (least .0) (least .0) = refl

asym’ (cong p) (cong q) = lem — cong -’ (asym’ p q)
thm — nat— < : Ordering - <y -
thm — nat— < = ord thm — nat— < —refl thm — nat— < —tran thm — nat— < —asym
] = =




data Sorted {A : Set} {-<-: A — A — Set} (ord : Ordering - < -)
{n: Nat} — Vec An — Set where

trivial0 : Sorted ord [ ]

triviall :

(x : A) — Sorted ord x:[ ]
inherit : {n :

Nat} {xy : A} {ys : Vec An}
— x<y — Sorted ord y : ys
— Sorted ord x:y:ys
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